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В работе рассмотрены функции, получающиеся при применении операции обратного 

преобразования Фурье к параметрическим мультипликативным интегралам. Описаны 

некоторые свойства данных функций. Получено выражение для интерферограммы в методе 

спектрорадиометрии для облака, состоящего из газа и аэрозоля. Показана связь 

интерферограммы с обратным преобразованием Фурье мультипликативного интеграла. 
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The functions obtained with application of inverse Fourier transform to parametric product integrals 

are considered. Some properties of  these functions are described. For the spectroradiometry method, 

an expression for interferogram of gas-aerosol cloud is given. The relation between the interferogram 

and the inverse Fourier transform of product integral is shown. 
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1. Обратное преобразование Фурье мультипликативного интеграла как 

интеграл на основе операции свертки 

Мультипликативным интегралом [1] называется функционал, получающийся в 

результате замены в формуле для интеграла операции суммы произведением. В данной 

работе рассматриваются параметрические мультипликативные интегралы вида 

 

𝑃(𝜔) = exp (∫ ln
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥;𝜔)𝑑𝑥).                                               (1) 

 

Положим в формуле (1) 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. Функция 𝑃(𝜔) может быть выражена 

пределом 𝑃(𝜔) = lim
𝑁→∞

𝑃𝑁 (𝜔), где  

 

𝑃(𝜔) = ∏ (𝑓(𝑗/𝑁;𝜔))1/𝑁𝑁−1
𝑗=0 .                                                 (2) 

 

Пусть 𝑁 ‒ фиксированное число и 𝑓(𝑥0; 𝜔) ≥ 0 для каждого 𝑥0 = 𝑗/𝑁, 𝑗 =
0, … , 𝑁 − 1, является ограниченной суммируемой с квадратом целой функцией 

экспоненциального типа ≤ 𝜎. Можно показать, что в этом случае 

1) В пространстве обобщенных функций медленного роста существует обратное 

преобразование Фурье 𝜑(𝑥0; 𝑡) функции 𝑓1/𝑁(𝑥0; 𝜔), причем  
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𝜑(𝑥0; 𝑡) ∗ 𝜑(𝑥0; 𝑡) ∗ … ∗ 𝜑(𝑥0; 𝑡)⏟                    
𝑛

=𝐹−1[𝑓(𝑥0; 𝜔)](𝑡).                           (3) 

 

2) Обратное преобразование Фурье 𝑝𝑁(𝑡) функции 𝑃𝑁(𝜔) может быть выражено 

сверткой 

 

𝑝𝑁(𝑡) = 𝜙1(𝑡) ∗ 𝜙2(𝑡) ∗ … ∗ 𝜙𝑁(𝑡),                                        (4) 

где 𝜙𝑗+1(𝑡) = 𝜑(𝑗/𝑁; 𝑡), 𝑗 = 0,… ,𝑁 − 1. 

Если 𝑃(𝜔), 𝑃𝑁(𝜔) ‒ абсолютно интегрируемые на вещественной оси функции, 

причем 𝑃𝑁(𝜔) сходится к 𝑃(𝜔) в 𝐿1, то 

 

𝑝(𝑡) = lim
𝑁→∞

𝑝𝑁 (𝑡).                                                          (5) 

 

Формулы (3), (4), (5) позволяют связать обратное преобразование Фурье 

мультипликативного интеграла (1) с интегрированием на основе операции свертки. 

 

2. Обратное преобразование Фурье мультипликативных интегралов в 

спектрорадиометрии 

Метод Фурье-спектрорадиометрии позволяет определять распределение и 

концентрацию загрязняющих веществ в атмосфере. Рассмотрим модель, в которой 

исследуемое облако загрязняющих веществ имеет размер 𝐿1 находится на расстоянии 

𝐿2 от спектрорадиометра. Наблюдаемый экспериментально оптический спектр 𝐵(𝜈) 
задается выражением [2] 

 

𝐵(𝜈) = (𝛷0(𝜈) − 𝑃(𝜈, 𝑇)) exp(−𝐷1(ν)) exp(−𝐷2(ν)) + 𝑃(𝜈, 𝑇),                   (6) 

 

где 𝑇 ‒ температура трассы и облака, 𝜈 ‒ волновое число, 𝐷1(ν) ‒ оптическая толщина 

облака, 𝐷2(ν) ‒ оптическая толщина трассы, 𝛷0(𝜈) ‒ спектр излучения подстилающей 

поверхности, 𝑃(𝜈, 𝑇) ‒ функция Планка. При наличии в облаке аэрозоля величина 𝐷1(ν) 
определяется суммой [3] 

𝐷1(ν) = 𝐷1
𝑚(ν) + 𝐷1

𝑎(ν).                                                     (7) 

В формуле (7) 

𝐷1
𝑚(ν) = 𝐿1∑ 𝜎𝑠

𝑆
𝑠=1 (ν)𝑛𝑠, 

𝐷1
𝑎(ν) = 𝐿1 ∫ (∑ 𝑁𝑚𝐾𝑚

𝑀
𝑚=1 (𝑟, ν)𝜋𝑟2𝑔𝑚(𝑟))

∞

0
𝑑𝑟,                               (8) 

 

где 𝑛𝑠 ‒ концентрация молекулярной составляющей с номером 𝑠, 𝜎𝑠(𝜈) ‒ сечение 

поглощения для -й составляющей, 𝑠 = 1,… , 𝑆; 𝑁𝑚  ‒ концентрация аэрозольной 

фракции с номером 𝑚,  𝐾𝑚(𝑟, 𝜈) ‒ фактор эффективности ослабления для 𝑚-й фракции, 

𝑔𝑚(𝑟) ‒ функция распределения аэрозольных частиц по размерам [4], 𝑚 = 1,… ,𝑀. 

Введем связанную с подынтегральным выражением в (8) функцию 𝜑(𝑟, 𝜈):  
 

ln 𝜑(𝑟, 𝜈) = −𝐿1∑ 𝑁𝑚𝐾𝑚
𝑀
𝑚=1 (𝑟, ν)𝜋𝑟2𝑔𝑚(𝑟). 

 

Тогда, в соответствии с (7), (8),  

 

exp(−𝐷1(ν)) exp(−𝐷2(ν)) = 𝐺(𝜈)𝐻(𝜈),                                        (9) 

𝐺(𝜈) = exp(−𝐷1
𝑚(ν) − 𝐷2(ν)) , 𝐻(𝜈) = exp(∫ ln

∞

0
𝜑(𝑟, 𝜈)𝑑𝑥).                 (10) 
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Интерферограмма 𝐼(𝑥) для спектра 𝐵(𝜈) вычисляется по формуле 

𝐼(𝑥) = ∫ 𝐵(𝜈) cos(2𝜋𝜈𝑥) 𝑑𝜈

+∞

0

. 

Используя (7), (9), (10) для интерферограммы можно получить следующее 

выражение: 

𝐼(𝑥) = [(𝑓0 − 𝑝𝑇) ∗ ℎ ∗ 𝑔](2𝜋𝑥) + 𝑝𝑇(2𝜋𝑥).                                 (11)                                 

В (11) 𝑓0(𝑥) ‒ косинус-преобразование Фурье функции 𝛷0(𝜈), 𝑝𝑇(𝑥) ‒ 

косинус-преобразование Фурье функции Планка, равное 

 

𝑝𝑇(𝑥) =
2𝜋𝑇4𝑘4

𝑐2ℎ3
𝑞0 (

𝑇𝑘𝑥

ℎ
), 

где 𝑐 ‒ скорость света, ℎ ‒ постоянная Планка, 𝑘 ‒ постоянная Больцмана, 𝑞0(𝑥) ‒ 

функция, определяемая формулой 

𝑞0(𝑥) = 𝜋
4
1 + 2ch2(𝜋𝑥)

sh4(𝜋𝑥)
−
3

𝑥4
. 

Функции 𝑔(𝑥) и ℎ(𝑥) задаются косинус-преобразованиями Фурье 𝑔(𝑥) = 𝐹𝑐[𝐺(𝜈)](𝑥), 
 ℎ(𝑥) = 𝐹𝑐[𝐻(𝜈)](𝑥). Таким образом,  

 

ℎ(𝑥) = 2𝜋Re {𝐹−1 [exp (∫ ln
∞

0

𝜑(𝑟, 𝜈)𝑑𝑟)] (𝑥)}. 

3. Пример вычисления обратного преобразования Фурье мультипликативного 

интеграла 

Рассмотрим параметрический мультипликативный интеграл 

 

𝑃𝑎(𝜔) = exp(∫ ln |sinc(𝜏𝜔)|𝑑𝜏
𝑎

0
),    𝑎 > 0.                                    (12) 

 

Для функции (10) при 𝑎 = 1 справедливы следующие представления: 

 

𝑃1(𝜔) = |sinc 𝜔|∏{𝑒−2 |1 +
𝜔

𝜋𝑘
|

𝜋𝑘
𝜔
|1 −

𝜔

𝜋𝑘
|
−
𝜋𝑘
𝜔
}

∞

𝑘=1

; 

𝑃1(𝜔) =
𝑒

2|𝜔|
∏ exp (−sinc(2𝑘𝜔)/𝑘)∞
𝑘=1 .                                           (13) 

 

Мультипликативный интеграл 𝑃𝑎(𝜔) связан с функцией 𝑃1(𝜔) формулой  

 

𝑃𝑎(𝜔) = (𝑃1(𝑎𝜔))
𝑎. 

 

Выражение (13) удобно использовать для представления обратного преобразования 

Фурье 𝑝𝑎(𝑥) = 𝐹
−1[𝑃𝑎(𝜔)](𝑥) функции 𝑃𝑎(𝜔). Так, для 𝑃2(𝜔) 

 

𝐹−1[𝑃2(𝜔)](𝑥) =
𝑒2

8
∫𝑑𝑥1∫ 𝑞(𝑦)𝑑𝑦

𝑥1

−∞

𝑥

−∞

− 𝐶1𝑥 − 𝐶0, 

где 

𝑞(𝑥) = (𝛿(𝑥) + 𝜓1(𝑥)) ∗ (𝛿(𝑥) + 𝜓2(𝑥)) ∗ (𝛿(𝑥) + 𝜓3(𝑥)) ∗ …, 
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𝜓𝑘(𝑥) = 𝐹
−1 [∑

(−1)𝑙2𝑙sinc𝑙(4𝑘𝜔)

𝑘𝑙𝑙!

∞

𝑙=1
] (𝑥), 

 

𝐶0 =
𝑒2

8
∫ 𝑑𝑥1 ∫ 𝑞(𝑦)𝑑𝑦

𝑥1

−∞

0

−∞
− ∫ 𝑃2(𝜔)𝑑𝜔

+∞

−∞
,   𝐶1 =

𝑒2

8
∫ 𝑞(𝑦)𝑑𝑦
0

−∞
. 

 

Графики некоторых функций ( )ap x  показаны на рисунке 1. 

 

   
(а)                                            (б) 

 
   (в) 

Рис. 1. Результаты приближенного вычисления обратного преобразования Фурье 

𝒑𝒂(𝒙) функции 𝑷𝒂(𝝎) для 𝒂 = 𝟏 (а), 𝒂 = 𝟐 (б), 𝒂 = 𝟑 (в). 

 

Заключение 

Рассмотрена операция обратного преобразования Фурье для параметрического 

мультипликативного интеграла. Приведен пример расчета функций, являющихся 

результатом данного преобразования. В методе спектрорадиометрии для облака, 

содержащего аэрозоль, получена формула интерферограммы, включающая обратное 

преобразование Фурье мультипликативного интеграла. 

 

Литература 

1. Slavik A. Product Integration, its History and Applications. ‒ Prague: Matfyzpress, 2007. 

2. Морозов А.Н., Светличный С.И. Основы Фурье-спектрорадиометрии. ‒М.: Наука, 

2006. 

3. Тимофеев Ю.М., Васильев А.В.. Теоретические основы атмосферной оптики. ‒СПб: 

Наука, 2003. 

4. Зуев В.Е, Кабанов М.В. Современные проблемы атмосферной оптики. Том 4: Оптика 

атмосферного аэрозоля. ‒ Л.: Гидрометеоиздат, 1987. 


