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Представлены результаты исследования динамики спектра нормальных волн для модели 

вертикального индекса преломления среды в виде модели «ступенька». Проанализированы 

закономерности изменения спектра нормальных волн в зависимости от условий 

распространения и длины радиоволны. 
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Введение 

Необходимым этапом в задачах распространения радиоволн является исследование 

спектра нормальных волн. Оно позволяет выявить закономерности формирования поля 

в зависимости от среды распространения и длины радиоволны. Для нахождения спектра 

используется метод нормальных волн (МНВ) для тропосферного волновода с кусочно-

линейным профилем индекса преломления. 

В настоящее время вопросы закономерности эволюции спектра нормальных волн 

при изменении условий среды распространения изучены недостаточно полно. Цикл 

работ, посвященных исследованию траекторий корней характеристического уравнения 

в задачах распространения радиоволн СДВ радиоволн в волноводе «Земля – ионосфера», 

был выполнен на кафедре радиофизики Ленинградского государственного университета 

под руководством проф. Макарова Г.И [3, 4]. Было установлено, что в некоторых задачах 

корни локализованы на нескольких листах римановой поверхности. Листы соединяются 

друг с другом разрезами, которые проводятся по определенным правилам. Установлено, 

что в определенных условиях корни могут переходить через эти разрезы с одного 

спектрального листа на другой и могут возникнуть ситуации, когда все корни будут 

находиться на неспектральных листах римановой поверхности. При варьировании 

высоты инверсионного слоя наблюдается эффект увеличения числа корней на первом 

листе. Помимо вычетов в полюсах подынтегральной функции вклад в поле дают и 

интегралы по берегам разрезов, которые отождествляются с вкладом сплошного спектра 

нормальных волн. В обзоре [2] приведены траектории нескольких первых корней как 

вертикальной, так и горизонтальной ветвей для билинейной модели индекса 

преломления тропосферы в зависимости от высоты волновода. Согласно [1] в случае 
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наличия инверсии на плоскости комплексного переменного 𝑡 можно выделить две 

совокупности корней (ветви). Вертикальная ветвь соответствует спектру 

дифракционных волн соскальзывания. Горизонтальная ветвь формируется 

совокупностью волноводных мод и волн типа «шепчущей галереи». 

Таким образом, исследование спектра нормальных волн в слоисто-неоднородной 

среде является актуальной задачей, направленной, в первую очередь, на анализ условий 

формирования модовой структуры, выявление закономерностей миграции корней на 

комплексной плоскости и оценку их влияния на механизмы аномального 

распространения радиоволн. 

Цель данной работы – исследование закономерности динамики спектра нормальных 

волн в задачах распространения радиоволн в слоисто-неоднородной тропосфере для 

простой модели вертикального профиля индекса преломления в виде «ступеньки». 

 

Численный метод нахождение корней характеристического уравнения 

Наиболее трудоемкой частью МНВ является нахождение корней 

характеристического уравнения, так как эффективные и удобные методы вычисления 

корней высших трансцендентных функций комплексного переменного и их комбинаций 

до сих пор не разработаны. Задача нахождения спектра нормальных волн заключается в 

нахождении корней целой функции спектрально переменной 𝑡, у которой нет точек 

ветвления. Даже случае однородной среды учет сферичности Земли в рамках 

параболического приближения приводит к необходимости использования 

трансцендентных функций Эйри. Переход к слоисто-неоднородной тропосфере требует 

решения краевых задач для дифференциальных уравнений более высокого порядка, чем 

уравнение Стокса-Эйри. Поскольку класс профилей индекса преломления, 

допускающих аналитическое решение весьма ограничен, то общепринятым является 

использование кусочно-линейное описание неоднородных свойств среды. Однако 

результирующее характеристическое уравнение является крайне громоздким, что 

существенно затрудняет поиск его корней и проведение анализа спектра. 

В качестве модели вертикального индекса преломления тропосферы выбрана 

кусочно-постоянная функция: 

𝑁(𝑟) = {
𝑁0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,    𝑎 ≤ 𝑟 < 𝑟1 = 𝑎 + ℎ

0,                𝑟 > 𝑟1
,        (1) 

где 𝑎 – радиус Земли. 

В дальнейшем модель волновода (1) для краткости называется «ступенькой». Она 

схематично описывает приводные волноводы и содержит всего два параметра: высоту 

инверсии ℎ и параметр 𝑁0, характеризующий мощность (интенсивность) волновода. 

Для рассматриваемой модели (1) было получено трансцендентное 

характеристическое уравнение, решение которого позволяет определить спектр 

постоянных распространения нормальных волн: 

𝐷(𝑡) = [𝑤1
′(𝑡 − 𝑦ℎ)𝑤2(𝑡 − 𝑦𝑁0

− 𝑦ℎ) − 𝜀−1𝑤1(𝑡 − 𝑦ℎ)𝑤2
′ (𝑡 − 𝑦𝑁0

− 𝑦ℎ)] × 

× [𝑤1
′(𝑡 − 𝑦ℎ) − 𝑞𝑤1(𝑡 − 𝑦𝑁0

)] − [𝑤1
′(𝑡 − 𝑦ℎ)𝑤1(𝑡 − 𝑦𝑁0

− 𝑦ℎ) − 

−𝜀−1𝑤1(𝑡 − 𝑦ℎ)𝑤1
′(𝑡 − 𝑦𝑁0

− 𝑦ℎ)][𝑤2
′ (𝑡 − 𝑦𝑁0

) − 𝑞𝑤2(𝑡 − 𝑦𝑁0
)] = 0  (2) 

𝑞 = 𝑖𝑚𝛿м, 𝑦𝑁0
= 2 ∙ 10−6𝑚2𝑁0, 𝑦ℎ = 𝑘0ℎ 𝑚⁄ , 𝑚 = √𝑘0𝑎 2⁄3

. 

где 𝑤1,2(… ) – функции Эйри в определении В.А. Фока [6]; 

𝛿м – приведенный поверхностный импеданс морской среды; 

𝑘0 – волновое число. 
Левая часть уравнения (2) является целой функцией комплексной переменной 𝑡, 

которую можно разложить в ряд Тейлора ∑ 𝑎𝑛(𝑡 − 𝑡0)𝑛∞
𝑛=0  в окрестности любой 

выбранной точки 𝑡0, причем ряд сходится на всей комплексной плоскости. Для 
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нахождения корней уравнения (2) в заданной области комплексной области применен 

метод скользящего окна [5]. Верификация полученных корней выполняется путем 

подстановки 𝑡𝑠 = 𝑡0 + 𝑡𝑠
′  в точное уравнение 𝐷(𝑡) = 0. При условии достаточной 

близости вычисленного приближенного корня 𝑡𝑠̃ к истинному значению корня 𝑡𝑠 

значение функции в данной точке может быть представлено в виде линейной 

аппроксимации: 

𝐷(𝑡𝑠̃) ≈ 𝐷(𝑡𝑠) + 𝐷′(𝑡𝑠)(𝑡𝑠 − 𝑡𝑠̃)        (3) 

Учитывая, что 𝐷(𝑡𝑠) = 0, модуль функции |𝐷(𝑡𝑠̃)| характеризует численную 

невязку. 

 

Исследование динамики спектра нормальных волн 

С применением описанного выше численного метода нахождения корней 

характеристического уравнения проведено исследование эволюции спектра нормальных 

волн для модели среды в виде «ступеньки». В задаче задается два параметра: высота 

инверсии ℎ, м, и ширина ступеньки 𝑁0, 𝑁-ед. на основе рассмотренного выше метода 

нахождения корней характеристического уравнения. На рисунке 1 приведены 

траектории нескольких корней при изменении высоты инверсии в диапазоне от 0 до 50 м 

с шагом 0.5 м и постоянном параметре 𝑁0 = 1 𝑁-ед. Длина радиоволны 0.1 м, 

поляризация вертикальная, диэлектрическая проницаемость и проводимость морской 

воды 80 и 3 См/м, соответственно. 

 

 
Рис. 1. Траектории корней 𝑵𝟎 = 𝟏 𝑵-ед., высота инверсии 𝒉 = 𝟎 … 𝟓𝟎 м, с шагом 0.5 м; 

𝒕𝟎 = 𝟎, длина радиоволны λ=0.1 м 

 

На рисунке 1 предтавлены две ветви спектра – вертикальная и горизонтальная. 

Траектории четко разделяются и интерпретируются: при ℎ = 0 имеется только 

вертикальная ветвь спектра, ей соответствуют «точки выхода» траекторий (по 

терминологии Г. И. Макарова), лежащие на луче под углом 𝜋 3⁄  и равные Фоковским 

корням [6] для однородной среды (вакуума). С ними связаны траектории корней 

вертикальной ветви. По мере роста параметра ℎ «из бесконечности» приходят точки, 

соответствующие корням горизонтальной ветви. Начиная с некоторых значений ℎ, они 

выделяются алгоритмом поиска корней в окне с центром в точке 𝑡0 = 0 и образуют 

отрезки траекторий соответствующих корней горизонтальной ветви спектра. С ростом 

параметра ℎ все точки спектра продвигаются вправо по своим траекториям, при этом 

траектории корней горизонтальной ветви приближаются к траектории первого корня 

вертикальной ветви. По мере роста параметра ℎ мнимые части постоянных 

распространения 𝑡𝑠 нормальных волн уменьшаются, причем для корней горизонтальной 

ветви уменьшение мнимых частей более существенное, тогда как для корней 



83 
 

вертикальной ветви при достаточно больших значениях параметра ℎ мнимые части 

корней, описывающие затухание нормальных волн, перестают уменьшаться, а 

вещественные части по-прежнему растут. 

Семейство графиков на рисунке 2 позволяет проследить, как изменяются траектории 

корней по мере роста параметра 𝑁0. Видно, то с ростом 𝑁0 траектории корней 

горизонтальной ветви становятся более пологими, то есть затухание этих нормальных 

волн снижается и корни сдвигаются вправо. Форма траекторий корней вертикальной 

ветви становится более сложной, причем траектория первого корня при достаточно 

больших ℎ проходит ниже траектории корней горизонтальной ветви. 

Для каждого графика приводятся значения параметра 𝑁0 и значение спектрального 

параметра 𝑡0, характеризующего положение окна, в котором корни для данного варианта 

расчетов, а также начальное значение – шаг – конечное значение параметра ℎ. 

Представленные зависимости демонстрируют, что при достаточно больших значениях 

𝑁0 и увеличении ℎ именно нормальная волна, соответствующая первому корню 

вертикальной ветви спектра трансформируется в волну шепчущей галереи. 

 

  
а) б) 

  
в) г) 
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д) е) 

Рис. 2. Динамика траекторий корней по мере роста 𝑵-дефицита волновода, высота 

инверсии 𝒉 = 𝟎 … 𝟓𝟎 м, с шагом 1.0 м; 𝒕𝟎 = 𝟎, длина радиоволны λ=0.1 м: а) 𝑵𝟎 = 𝟐 𝑵-ед., 

б) 𝑵𝟎 = 𝟑 𝑵-ед., в) 𝑵𝟎 = 𝟒 𝑵-ед., г) 𝑵𝟎 = 𝟓 𝑵-ед., д) 𝑵𝟎 = 𝟗 𝑵-ед., е) 𝑵𝟎 = 𝟏𝟎 𝑵-ед. 

 

При малых значениях 𝑁0 спектр характеризуется большей крутизной и 

положительным градиентом кривизны (изгибом вправо) (рис. 3). Следует отметить 

аномальное расположение одной из траекторий горизонтальной ветви (рис. 3б), 

локализованное между траекториями корней вертикальной ветви, которые на начальном 

этапе имеют несколько другую форму. Указанные особенности подтверждают высокую 

чувствительность метода нормальных волн к радиометеорологическим параметрам 

тропосферы. 

 

  
а) б) 

Рис. 3. Траектории корней при малом значении 𝑵-дефицита волновода а) 𝑵𝟎 = 𝟎. 𝟏 𝑵-ед., 

б) 𝑵𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟏 𝑵-ед., высота волновода 𝒉 = 𝟎 … 𝟓𝟎 м, с шагом 1.0 м; 𝒕𝟎 = 𝟎, длина 

радиоволны λ=0.1 м 

 

Дополнительно проведен анализ спектров нормальных волн для длин волн 3 см и 

30 см при вертикальной поляризации, изменении высоты инверсии ℎ в диапазоне от 0 до 

50 м с шагом 1 м при фиксированном значении параметра 𝑡0 = 0. Установлено, что при 

длине радиоволны 3 см (рис. 4) спектр характеризуется наличием вертикальных и 

горизонтальных ветвей. Даже при малых значениях 𝑁0 в спектре наблюдается до 

восемнадцати траекторий; при этом большинство корней горизонтальной ветви имеет 

малые мнимые части, что позволяет классифицировать соответствующие им моды как 

волны типа «шепчущей галереи». С ростом параметра 𝑁0 общее количество траекторий 
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и число, входящих в них корней сокращается, а начальные участки траекторий 

приобретают более выраженную крутизну изгиба. 

 

  
а) б) 

  
в) г) 

  
д) е) 

Рис. 4. Динамика траекторий корней по мере роста 𝑵-дефицита волновода, высота 

инверсии 𝒉 = 𝟎 … 𝟓𝟎 м, с шагом 1.0 м; 𝒕𝟎 = 𝟎, длина радиоволны λ=0.03 м: а) 𝑵𝟎 = 𝟐 𝑵-ед., 

б) 𝑵𝟎 = 𝟑 𝑵-ед., в) 𝑵𝟎 = 𝟒 𝑵-ед., г) 𝑵𝟎 = 𝟓 𝑵-ед., д) 𝑵𝟎 = 𝟗 𝑵-ед., е) 𝑵𝟎 = 𝟏𝟎 𝑵-ед. 

 

В случае длины волны 30 см при идентичных исходных данных (рис. 5) установлено, 

что общее число траекторий не превышает шести. Спектр характеризуется наличием 

ярко выраженных вертикальных ветвей, в то время как для небольших значений 𝑁0 

горизонтальная ветвь единственная; вторая горизонтальная ветвь формируется лишь с 
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ростом параметра 𝑁0. Анализ графиков показывает, что для больших значений 

параметра 𝑁0 горизонтальная ветвь смещается в область более высоких значений 

мнимой части относительно первых корней спектра вертикальной ветви. Таким образом, 

при больших значениях ℎ корни, соответствующие первой траектории вертикальной 

ветви, уже не классифицируются как дифракционные волны соскальзывания, а 

приобретают гибридные свойства, характерные для обоих типов волн. 

 

  
а) б) 

  
в) г) 

  
д) е) 

Рис. 5. Динамика траекторий корней по мере роста 𝑵-дефицита волновода, высота 

инверсии 𝒉 = 𝟎 … 𝟓𝟎 м, с шагом 1.0 м; 𝒕𝟎 = 𝟎, длина радиоволны λ=0.3 м: а) 𝑵𝟎 = 𝟐 𝑵-ед., 

б) 𝑵𝟎 = 𝟑 𝑵-ед., в) 𝑵𝟎 = 𝟒 𝑵-ед., г) 𝑵𝟎 = 𝟓 𝑵-ед., д) 𝑵𝟎 = 𝟗 𝑵-ед., е) 𝑵𝟎 = 𝟏𝟎 𝑵-ед. 
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Выводы 

В ходе проведенного исследования были выявлены закономерности динамики 

спектра нормальных волн в задачах распространения радиоволн в слоисто-

неоднородной тропосфере. Сравнительный анализ для длин волн 3, 10 и 30 см показал, 

что уменьшение длины радиоволны ведет к усложнению формы и структуры траекторий 

корней и росту мод с малым затуханием (волны типа волн «шепчущей галереи»). 

Особое внимание уделено влиянию на траектории корней характеристического 

уравнения радиометеорологических условий. Установлено, что вариации параметров ℎ 

и 𝑁0 вызывают не только количественные изменения, но и качественную 

трансформацию траекторий. 
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