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В работе представлены результаты математического и численного моделирования ди-

фракционных и интерференционных структур типа волновых катастроф. Представлена ин-

формационная система, обобщающая информацию о волновых катастрофах и являющаяся 

основой для построения справочника моделирования асимптотических решений задач рассея-

ния, дифракции и распространения радиоволн в различных средах. Информационная система 

включает в себя наиболее полные таблицы основных, краевых и угловых катастроф, диаграм-

мы подчинения, результаты моделирования специальных функций волновых катастроф, а 

также каустических и лучевых структур. Доступ к информационной системе основан на при-

менении веб-технологий. Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований, гранты № 15-02-04206, 17-02-01183. 

 

The paper presents the results of mathematical and numerical simulation of diffraction and inter-

ference structures such as wave catastrophes. An information system that systematizes information on 

wave disasters and is the basis for constructing a directory for modeling asymptotic solutions to prob-

lems of scattering, diffraction, and propagation of radio waves in various media is presented. The in-

formation system includes the most complete tables of basic, edge and corner catastrophes, subordi-

nation diagrams, simulation results for special functions of wave catastrophes, and also caustic and 

ray structures. Access to the information system is based on the use of web technologies. This work 

was supported by the Russian Foundation for Basic Research, grants No 15-02-04206, 17-02-01183. 

 

Волновая теория катастроф и её методы получили широкое применение при реше-

нии задач в различных разделах физики: акустики, квантовой физики, радиофизики, 

термодинамики и нелинейной динамики. В частности, ведутся активные исследования, 

посвященные теоретическому описанию дифракционных и интерференционных струк-

тур волновых полей в фокальных и переходных областях (см., например, [1,2]).  

Понятие «катастрофа» в волновой физике связано с набором геометрических и ма-

тематических объектов, позволяющих выполнять моделирование физических систем и 

процессов. Во-первых, катастрофы — это математические объекты – особенности диф-

ференцируемых отображений многообразий (с краем или без), то есть собственно «ка-

тастрофы», характеризующиеся набором числовых и алгебраических параметров [3-5]. 

Во-вторых, катастрофы — это геометрические объекты – эталонные лучевые и каусти-

ческие структуры, описывающие особенности отображений и являющиеся структурно-

устойчивыми в некотором пространстве параметров конечной размерности [6-10]. В-

третьих, катастрофы — это амплитудные и фазовые структуры специальных функций, 

связанных с рассматриваемыми особенностями, то есть специальные функции волно-

вых катастроф (СВК) [7, 9-11]. Данные функции дают возможность описать эталонную 

структуру физических полей или переходных процессов в окрестности «катастрофы».  

Существует морфология катастроф. Катастрофы разделяются на классы, в рамках 

которых образуются конечные или бесконечные серии. Катастрофы внутри серий и 

между сериями связаны схемами подчинений (примыканий), причем при продвижении 

в рамках серий особенностей с ростом числовых параметров, их характеризующих, 
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быстро усложняется как каустическая (и лучевая), так и волновая структура катастро-

фы (иными словами СВК) [1-3,11].  

Кратко сформулируем основные результаты применения волновой теории ката-

строф к исследованию процессов распространения и дифракции волн в неоднородных 

средах. 

В основе асимптотических методов описания распространения электромагнитных 

волн в однородных и неоднородных средах лежат лучевые методы и, в первую очередь, 

метод геометрической оптики (ГО) или (для нестационарных задач) метод простран-

ственно-временной ГО (ПВГО). Если процесс распространения волны описывается си-

стемой дифференциальных уравнений в частных производных [6] 
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где L̂  – дифференциальный -оператор-матрица,  
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где >>1 – параметр асимптотического разложения,  

r
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 и t – пространственные и временная координаты,  
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
 – эйконал и амплитудные функции, получающиеся как реше-

ния уравнений эйконала и переноса соответственно.  

К уравнениям типа (1) относятся уравнения Гельмгольца, Шредингера, Клейна-

Гордона, волновое уравнение, системы линейных дифференциальных уравнений с 

частными производными, например, система уравнений Максвелла, а также системы 

линейных уравнений с псевдо дифференциальными операторами. 

В ГО приближении в лучевом разложении сохраняется только главный член 

асимптотики, и формула (2) принимает вид: 
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Здесь 


 – вектор поляризации, J  – якобиан (коэффициент), описывающий расхо-

димость потока лучей, G – амплитудный множитель, определяемый условиями излуче-

ния волны. Траектории лучей находятся как решения бихарактеристической системы 

уравнений Гамильтона: 
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с заданными начальными условиями 

                        1dimdim,0),(),(
0

0

0

0

0



qppqq





,      (5) 

в которой Гамильтониан  – это собственное число символа  pqL


,,  оператора L̂ . 

 Вектор поляризации 


 для векторных полей можно определить из рассмотрения 

собственных векторов матрицы символа оператора. Для изотропной среды он может 

быть получен интегрированием обыкновенного дифференциального уравнения [6]: 
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где  – эффективный показатель диэлектрической проницаемости среды распростране-

ния.  
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Расходимость лучевого семейства определяется якобианом J: 
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и характеризует изменение амплитуды поля вдоль лучевой траектории, в то время как 

функция ),( tr


  характеризует изменение фазы вдоль траектории. Каждому лучу луче-

вого семейства отвечает фиксированное значение параметра 


, а  – параметр, меняю-

щийся вдоль луча. 

При проектировании лагранжева многообразия из фазового пространства в конфи-

гурационное пространство возникают огибающие семейств лучей (каустики) с особыми 

точками и линиями. Каустики и их особенности (волновые катастрофы) соответствуют 

фокальными областям. На каустиках якобиан (7) обращается в нуль, что делает ГО ре-

шение (3) бессмысленным. На самом деле ГО решение становится неприменимым не 

только на самих каустиках, но и в окрестности каустических поверхностей, при пере-

ходе через которые число действительных лучей Ng скачком меняется на два, причем 

на самих каустиках все коэффициенты лучевого разложения (2) стремятся к бесконеч-

ности, поскольку они обратно пропорциональны различным положительным степеням 

якобиана J. Поэтому все лучевые методы являются неравномерными. 

Важным этапом в классификации различных типов фокусировок поля и построе-

нии равномерных асимптотических решений в окрестности особых каустических 

структур является применение теории особенностей дифференцируемых отображений 

– теории катастроф. Результаты теории катастроф были первоначально применены к 

анализу равномерной интегральной асимптотики поля, полученной в форме канониче-

ского оператора В.П. Маслова [12, 6], что позволило установить соответствие между 

типом фокусировки волнового поля и особенностями огибающих лучевых семейств – 

каустиками. В работе [13] Д.С. Лукину и Е.А. Палкину удалось из КОМ получить спе-

циальные функции, равномерно описывающие поля в областях не только одномерных, 

но и двумерных фокусировок омбилического типа. 

Кратко изложим достигнутые результаты, опираясь на понятие обобщенного эйко-

нала – эйконала виртуальных лучей. 
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. Классическим приме-

ром являются виртуальные лучи гюйгенсовых источников, а также виртуальные лучи, 

связанные с построением различных интегральных равномерных асимптотик. Аргу-

менты функции  можно разделить на две группы: внешние аргументы 
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 (простран-

ственные и временные координаты точки наблюдения, параметры среды распростране-

ния и другие) и внутренние аргументы 
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, параметризующие семейство виртуальных 

лучей, приходящих в фиксированную точку наблюдения. Тогда система уравнений: 
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определяет седловые точки функции : 
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где Ng – число ГО лучей (уже не виртуальных, а физических), пересекающихся в за-

данной точке 


 пространства Rd.  

Уравнения (8) можно также рассматривать как уравнения ГО лучей в пространстве 

Rd.  

Функция 
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это эйконал физических лучей, приходящих в точку наблюдения 
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Условием образования каустики при 
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с является, помимо (8), обращение в 

нуль детерминанта матрицы Гесса функции : 
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Если при этом коранг матрицы Гесса равняется единице, то говорят, что фокуси-

ровка поля одномерная, и равномерные асимптотики (см., например, [14-15]) описыва-

ют лишь одномерные фокусировки каспоидного типа (то есть особенности AN). 

Если коранг равен двум, то двумерная и так далее. Теория катастроф позволила по-

строить равномерные асимптотики в случае двумерных фокусировок, возникающих 

естественным образом в трехмерных конфигурационных пространствах, равномерные 

асимптотики в случае трехмерных фокусировок, возникающих в четырехмерном про-

странстве-времени [16-18], а также в случае фокусировок более высокого порядка, воз-

никающих в пространствах соответствующей размерности.  

Согласно теории катастроф (см., например, [19]) функцию  
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выполнив невырожденную замену переменных: 

                                                              


,, x .       (13) 

Универсальная деформация имеет вид [1,3,11]: 
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где  – символ особенности; 

0  – нормальная форма особенности; 


j  –  (j>1) – возмущения универсальной деформации; 

aj, j = 1,...,m – функциональные модули; 

m – модальность; 

j  – коэффициенты универсальной деформации; 

L – коразмерность особенности, L = dim 


; 

  – коранг особенности, равный корангу матрицы Гесса (11); 

 = Ng = N = 1 + m + L – кратность особенности. 

Например, для особенностей  = DN, E6, E7, E8, X9, J10, P8, Q10 универсальные де-

формации имеют вид (в случае = ): 
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Формула (12) справедлива и в случае краевых, угловых и обобщенных краевых ка-

тастроф. 

Тип вырождения обобщенного эйконала  


,  соответствует определенному ти-

пу каустической особенности , а она в свою очередь определенному типу дифракци-

онной структуры волнового поля. Поэтому поле в окрестности каустической особенно-

сти оказывается "пропорциональным" специальной функции волновой катастрофы 

(СВК) вида [6, 11, 19]: 
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Таким образом, в окрестности каустической особенности реально наблюдаемая 

структура поля оказывается подобной некоторой эталонной.  

Применение теории основных катастроф к построению асимптотических решений 

получило название теории волновых катастроф и нашло широкое применение в раз-

личных областях физики. 

Информационная система «Волновые катастрофы в радиофизике, акустике и кван-

товой механике» [20, 21], систематизирующая данные о волновых катастрофах, позво-

ляет собрать воедино информацию о волновых катастрофах, их характеристиках. Дан-

ная система [22] содержит результаты моделирования эталонных структур для типов 

катастроф относительно малой размерности, наиболее часто встречающихся в задачах 

волновой физики. Информационная система может быть применена для анализа и ре-

шения прикладных задач в различных областях волновой физики: при проектировании 

систем радиосвязи, радиолокации и навигации, оптических фокусирующих систем, в 

лазерной физике, в рентгеновской литографии, в квантово-механической теории рассе-

яния, в теории термодинамических фазовых переходов, в теории устойчивости. Доступ 

к информационной системе организован через сайт http://wavecat.rosnou.ru/.  

При решении задачи проектирования информационной системы [23], речь идет не 

о произвольном способе представления модели банка данных, а о конкретной реализа-

ции модели, ориентированной на определенные задачи и потребности пользователей. 

На этапе концептуального проектирования было выполнено моделирование информа-

ционных потребностей пользователей системы, интеграции информационных потреб-

ностей пользователей и проектировании концептуальной модели в рамках рассматри-

ваемой предметной области. Предметная область охватила круг задач обработки ин-

формации, который осуществляется с помощью банка данных, в частности, хранение 

разнородной информации, моделей ее обработки и представления, обеспечение доступа 

к информации, хранящейся в базе данных. 

Разрабатываемая информационная система использует для хранилища данных ре-

ляционную базу данных (БД), содержащую информацию различного типа: текстовое 

описание катастрофы, тип и индексы катастрофы, ее числовые характеристики (коранг, 

коразмерность и т.д.), текстовое описание катастрофы, графические представления 

наиболее изученных катастроф, а также математические формулы, описывающие 

структуры полей в критических областях [24-25]. Также в БД хранятся схемы подчине-

ний катастроф, массивы данных для организации графического вывода лучевой, кау-

стической и амплитудно-фазовой структуры.  

http://wavecat.rosnou.ru/
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Для имитационного моделирования и выявления характерных черт, дающих пред-

ставление о структуре катастрофы (амплитудно-фазовой структуре СВК), осуществля-

ется графический вывод в динамическом режиме серии сечений, соответствующих по-

вороту или смещению структуры в многомерном пространстве. Для вывода графиче-

ской информации об амплитудно-фазовой, лучевой и каустической структуре полей 

сложных катастроф в базе данных хранятся данные, полученные в ходе предварительно 

выполненных расчетов. Для уменьшения объема хранимой информации в системе 

предусмотрены программные модули, которые должны обеспечить расчет и вывод раз-

нородной информации в графическом и текстовом виде. Для редко использующихся 

катастроф предусмотрено обращение к программам, производящим расчет и вывод 

структур в реальном времени [25, 26]. 

В качестве архитектуры информационной системы выбрана архитектура двухуров-

невого “клиент-сервера”. Клиентами выступают персональные компьютеры пользова-

телей с установленным программным обеспечением — web-клиентами (браузерами). В 

качестве сервера выступает компьютер с установленным программным обеспечением: 

MS Windows (включая веб-сервисы Internet Information Server и необходимые сервер-

ные расширения — такие как ASP), MS SQL Server. На данном сервере также разме-

щаются информационные массивы банка данных: базы данных, гипертекстовые стра-

ницы, другие документы. 

Выбор платформы для проектирования веб-системы обусловлен наличием развер-

нутой технической и программной поддержкой данной платформы, наличием стандар-

тизированных решений. Платформа MS SQL Server обеспечивает масштабирование баз 

данных, интеграцию различных типов информационных данных, что позволяет под-

держивать работу многих запросов на доступ к базе данных. Для обеспечения взаимо-

действия с Internet Information Services используются программные модули, обеспечи-

вающие интерфейс с гипертекстовыми документами, расположенными на дисковых 

носителях сервера баз данных и доступ к информации через web-сервисы. При разра-

ботке информационной системы использовался подход, основанный на платформе веб-

служб на базе языка XML и связанных с ним технологий. Язык расширенной разметки 

XML – универсальный, не зависящий от платформ стандарт, обеспечивающий техноло-

гии для гибких и стандартизированных решений проблем структурирования, хранения 

и обмена данными. К достоинствам применения языка XML относится возможность 

разделения информационного содержания электронных документов от процедур обра-

ботки информации и способов ее представления, расширяющая возможности при раз-

работке веб-серверов и управлении контентом. Все запросы по извлечению и модифи-

кации данных (кроме тех, которые работают в специальных элементах управления, 

проверяющих вводимые данные) были инкапсулированы в хранимые процедуры, напи-

санные на языке Transact-SQL. 

Информационное хранилище системы в настоящее время состоит из четырех, свя-

занных друг с другом разделов: основные катастрофы, краевые катастрофы, угловые 

катастрофы и обобщенные краевые катастрофы. 

При создании интерфейса были использованы следующие возможности технологии 

ASP.NET, такие как: 

 наследование интерфейса через эталонные страницы, для создания общего типо-

вого интерфейса для всего портала; 

 формирование пользовательского интерфейса с помощью web-частей. 

Эталонные страницы представляют собой, шаблон типового интерфейса, который 

может унаследовать любая страница разрабатываемого портала. Каждая эталонная 

страница, кроме своих собственных элементов управления, может выделять области, 

которые можно будет заполнить элементами управления в наследующих страницах. 
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Веб-части страниц – это элементы пользовательского интерфейса, позволяющие управ-

лять содержимым текущей страницы для пользователей. Каждая веб-часть представля-

ет собой законченный самодостаточный элемент управления, и пользователь им может 

полностью управлять. Их можно сворачивать, закрывать, перемещать между опреде-

лёнными программистом зонами, редактировать отображение, динамически настраи-

вать связи между разными веб-частями. Ниже на рисунках показаны примеры веб-

интерфейса. 

На рис. 1 представлена экранная форма вывода информации об основной катастро-

фе. На рис.2 и 3 в качестве примера представлены амплитудная и фазовая структуры 

первой производной СВК катастрофы А5. 

 
Рис. 1. 

 
Рис. 2. 
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Рис. 3. 

В рамках информационной системы имеется возможность моделировать переходы 

от одного сечения к другому, развитие структуры особенности, выделять появление ка-

тастроф более низкого порядка при распадении сложной волновой катастрофы. Напри-

мер, на рис. 4 представлено одно из сечений сложной особенности J10. Внизу имеется 

набор ссылок, обеспечивающих навигацию переходов между сечениями. 

 

 
Рис. 4. 

 

Информационная веб-система снабжена удобной навигационно-поисковой служ-

бой, позволяющей учащимся получать полную информацию о катастрофе по набору ее 

характеристик: с помощью индексов катастрофы, по лучевым и каустическим структу-

рам. В систему также включен справочник, содержащий ссылки на литературу или дру-

гие дополнительные источники информации по данной катастрофе [27]. 
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